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Resume — Nous donnons un critere explicite d'irreductibilite pour des produits d'induction 
de modules d'evaluation d'algebres de Hecke affines de type A. Ce critere permet de determiner 
la forme des zeros et des poles de la i?-matrice trigonometrique associee a une representation 
d'evaluation de U v (sIn). 

Induced representations of affine Hecke algebras 
and singularities of i?-matrices 

Abstract — We give an explicit criterion for the irreducibility of some induction products 
of evaluation modules of affine Hecke algebras of type A. This allows to describe the form of the 
zeros and poles of the trigonometric R-matrix associated to any evaluation module of U v (sIn). 



Abridged english version — Let H n {u) be the affine Hecke algebra associated to GL{n) 
and H n (u) its finite-dimensional subalgebra of type A„_i. We assume that the parameter u G C* 
is not a root of unity. The simple 7? n (u)-modules S\ are parametrized by partitions A of n. Let 
S\ (z) be the H n (w)-module obtained from S\ by evaluation at z £ C*. Write A = (Ai, . . . , A r ) and 
A' = (ii, , Ik) (the conjugate of A). Let 

£\ = {e = Ai + lj - i - j + 1, 1 < i < r, 1 < j < k} 

denote the set of hook-lengths of A and set Z\ = {u , e £ £\}. Given finite-dimensional H ni (u)- 
modules Mj, i = 1, 2, we write Mi Mi for the induction product of M\ and Mi (this is then an 
i?„ 1+ „ 2 (u)-module). 

Theorem 1 Let zi,...,z m S C*. The module S\(zi) • ■ • S\(z m ) is simple if and only if 
zj/zi Z x for all i, j. 

The proof of Theorem [I] is reduced to a problem of canonical bases in the following way. Let R n be 
the complexified Grothendieck group of the category C n of H n (w)-modules for which the generators 
yi of the maximal commutative subalgebra have eigenvalues of the form u k , k <E Z. By Zelevinsky's 
classification Jl3{ , the simple modules L m of C n are parametrized by the multisegments m = 
J2i<j m ij [hj] over ^ such that J2i<j m ijU — i + 1) = n. Let R — © n>0 Rn- Following Zelevinsky 
we consider R as a bialgebra with multiplication and comultiplication corresponding respectively 
to induction and restriction with respect to the maximal parabolic subalgebras Hk(u) H n -k(u)- 
Zelevinsky has shown that R is a polynomial ring in the generators [Lu^-i], i < j associated with 
segments We denote by M m the standard induced module corresponding to m, so that 

On the other hand, let A~ — A[N^] denote the ring of polynomial functions on the group 
of lower unitriangular Z x Z-matrices with a finite number of non-zero off-diagonal entries. It is 
a polynomial ring in the coordinate functions tji, i < j, and has a natural bialgebra structure. 
We put t m :— Ili<j*f+i.i- ^ ^ s weu known that A~ and the enveloping algebra U~ = U^n^) 



1 



are dual as bialgebras, the dual basis of {t m } being a basis {E m } of Poincare-Birkhoff-Witt type. 
Let {G(m)} be the canonical basis of U~ obtained by specializing at q = 1 the canonical basis of 
t/q(n^) defined by Lusztig [jl0|, and let {G*(m)} be the basis of A~ dual to {G(m)}. It follows 
from the p-adic analogue of the Kazhdan-Lusztig conjecture formulated by Zelevinsky [ fl4| and 
proved by Ginzburg and from the geometric description by Lusztig flTo| of the coefficients of 
the expansion of G(m) on {E m } that 

Theorem 2 The map <£> : R — ► A~ defined by $[A/ m ] := t m is an isomorphism of bialgebras, 
and one has $[L m ] = G*(m). In particular, L m ©L n is simple if and only if G*(m)G*(n) belongs 
to the dual canonical basis of A~ . 

This theorem in a dual formulation is due to Ariki H, but here we want to emphasize that when 
u is not a root of unity, the dual canonical basis is more natural, as demonstrated below. 

Let A~ be the g-deformation of A~ , and let {G*(m)} denote the basis dual to the canonical 
basis of U q {n^ Q ). The multiplicative properties of {G*(m)} have been studied by Berenstein and 
Zelevinsky. They have formulated the following conjecture ||. 

Conjecture 3 

G*(m)G* q (n)=q k G*(p)forkeZ G*(m) G*(n) = q l G* q (n) G*(m) for I e Z. 

For a £ Z, let G*(A, a) = $[5a(w q )] be the element of the dual canonical basis corresponding to the 
module S\(z) evaluated at z = u a . The G*(A, a) are distinguished elements of {G*(m)}, namely 

they are the quantum flag minors of the matrix T q = [tjf] of the g-coordinate functions tjf £ A~ 
p. Using the explicit description given in Q of all pairs of q-commuting quantum flag minors, 
we prove the following theorem, from which Theorem |l| follows. 

Theorem 4 (i) Conjecture^ is true when G*(m) = G*(A,a) and G*(n) = G*(n,b) are quantum 
flag minors. 

(ii) The product G*(A,ai) • • -G*(A, a m ) belongs to the dual canonical basis (up to a power of q) if 
and only if ' \ a% — aj\ ^ E\ for all 

We note that, using the quantum affine Schur-Weyl duality between H n (u) and U v (sIn) (with 
U — v 2 ) H |7| |4j] , one can deduce from Theorem |l| the form of the singularities of the trigonometric 
i?-matrix R\(z) associated to any simple evaluation module V\(z) of U v (sIn) M. 

Corollary 5 All singularities of R\{z) are contained in the set Z\. 



Soit H n (u) Palgebre de Hecke affine associee a GL(n). C'est l'algebre sur C engendree 
par des elements inversibles yi, . . . , y n , Ti, . . . , T n _i soumis aux relations 

TiT i+ iTi = T i+1 TiT i+ i, 1 < i < m - 2, 
TiTj = TjTi, > 1) 

(Ti-u)(Ti + l) = 0, l<t<m-l, 

.'//.'/., .'/,.'//• l<i,j<m, 
y j T i =T i y j , + 

TiyiTi = uy i+ i, I <i <m-l. 

Nous supposons que u G C* n'est pas une racine de Punite. Notons H n (u) la sous- 
algebre de H n (u) engendree par T\, . . . , T n _i, et pour z £ C* soit ev 2 : H n (u) — > H n {u) 
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Phomomorphisme devaluation defini par ev 2 (Tj) = Tj et ev z (yi) = z. Les i^ n (u)-modules 
simples S\ sont parametres par les partitions A de n. Soit S\(z) le H n (u)-module deduit 
de S\ par evaluation en z. Notons A = (Ai, . . . , A r ), A' = (/i, . . . , If.) la partition conjuguee 
de A, 

£ x = {e = Xi + lj - i - j + 1, 1 < % < r, 1 < j < k} 

Pensemble des longueurs d'equerres de A, et posons Z\ = {u ±e , e € £\}. Etant donnes 
des H ni (u)-modules de dimension finie Mj, i = 1,2, nous designons par 

Mi M 2 := Mi <g) M 2 t^" 1+n i 

le H m 

+n2 (^)-module obtenu par induction. 

Theoreme 1 Soient Zi,...,z m des complexes non nuls et A une partition den. Le produit 
d'induction 

S x (zi) • • • Sx(z m ) 
est un H nm (u) -module simple si et seulement si Zj/ zi Z\ pour tous i,j. 

Pour demontrer le Theoreme ^ nous nous ramenons a un probleme de bases canoniques. 
Soit R n le groupe de Grothendieck complexifie de la categorie C n des .ff n (u)-modules 
pour lesquels les generateurs yi de la sous-algebre commutative maximale ont toutes leurs 
valeurs propres de la forme u k , k € Z. D'apres la classification de Zelevinsky [p^ j, les 
modules simples L m de C n sont parametres par les multi-segments m = J2i<j m ij [h j] a 
support dans Z tels que J2i<j m ijU — i + 1) = n. On pose i? = n >o Rn (ou i?o = C). 
Zelevinsky a muni i? d'une structure de bigebre, la multiplication correspondant au produit 
d'induction et la comultiplication aux diverses restrictions de H n {u) aux sous-algebres 
paraboliques H^u) H n _^{u). Zelevinsky a montre que R est l'anneau des polynomes 
en les generateurs i < j associes aux segments et que la comultiplication est 

donnee sur ces generateurs par 

C[^[i,j]] = 10 [L[i,j]] + [ L [*.fc]] ® i L [k+l,j}] + [^[ij]] ® 1 • (1) 
k=i 

Zelevinsky a defini un ordre partiel < sur l'ensemble des multi-segments et a montre que 
les facteurs de composition du module induit standard M m associe au multisegment m 
etaient les L n avec m < n. On a done dans R 

[M m ]= J2 K mn[L n ], (2) 
m < n 

pour certains entiers positifs K mn . Les multi-segments parametrent egalement les orbites 
nilpotentes graduees O m , (e'est-a-dire les classes d'isomorphismes de representations du 
carquois de type A^), et on a O n = TJ m < n O m . Zelevinsky a formule un analogue 
p-adique de la conjecture de Kazhdan-Lusztig : 

K mn = J2&mH i (O n ) m , (3) 

ou W(O n ) m designe la tige en un point x € O m du i-eme faisceau de cohomologie 
d'intersection de la variete O n . Cette conjecture a ete demontree par Ginzburg (cf. 
Theorem 8.6.23). 
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Par ailleurs, soit A~ = A\N^\ l'anneau des fonctions polynomiales sur le groupe 
des 1 x Z-matrices unitriangulaires inferieures ayant un nombre fini de coefficients non-nuls 
hors de la diagonale. C'est l'anneau de polynomes en les fonctions coordonnees tji, i < j. 
La comultiplication naturelle est donnee sur ces generateurs par 

3-1 

Stji =tji®\+ tjk ® tu + 1 ® tji . (4) 
fc-i+i 

Au multi-segment m = J2i<j m ij[hj\ nous associons le monome t m := Y\i<j tj+i ?• On sa it 
que la bigebre A~ est duale de l'algebre enveloppante [/(n^,) de l'algebre de Lie de iV~. 

La base duale de {i m } est la base de Poincare-Birkhoff-Witt E m := E™+\ Jrriijl, ou les 

Ej + i t i sont les unites matricielles, et les segments [i,j] sont ordonnes par 

[i, j] < [k, 1} (j < I ou (j = / et i < k)). 

Soit {G(m)} la base canonique de U (n^) obtenue en specialisant a q = 1 la base canonique 
de ^(n^) definie par Lusztig [jl(]]. D'apres l'equation (|3|) et |10|] , 10.7, on a 

G(n)= ^mn^m- (5) 

m < n 

Notons {G*(m)} la base de A~ duale de {G(m)}. II resulte de (@) (|) (|) (§): 

Theoreme 2 L'application <3? : i? — > A~ definie par $[M m ] := i m est isomorphisme 
de bigebres, et on a $[L m ] = G*(m). i?n particulier, le produit d'induction L m L n est 
simple si et seulement si le produit G*(m)G*(n) appartient a la base canonique duale de 
A-. 

Ce theoreme, sous une forme duale, est du a Ariki mais nous voudrions faire remarquer 
ici que lorsque u n'est pas une racine de l'unite, la base canonique duale est plus naturelle, 
ainsi qu'on va le voir maintenant. 

Soit A~ la g-deformation de A~ , et notons {G*(m)} la base duale de la base canonique 
de C/,(n- ). D'apres Q 11.5 (b), si l'on ecrit 

G*(m)G*(n) = £<„(<?) G*(p), (6) 
p 

on a amn(q) € Nfg,^ -1 ]. Done 

G* (m) G* (n) = G* (p) G* (m) G*(n) = g fc G*(p) pour fceZ. 

Les proprietes multiplicatives de {G*(m)} ont ete etudiees par Berenstein et Zelevinsky. 
lis ont en particulier formule la conjecture suivante Q. 

Conjecture 3 

G*(m)G* q (n) = q k G* q (p) pour k e Z G*(m) G*(n) = ^G*(n) G*(m) pour Z 6 Z. 
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Pour a G Z, notons G*(A, a) = $[5a(m")] les vecteurs de la base canonique duale cor- 
respondant aux modules devaluation en z = u a . Les G*(X, a) forment un sous-ensemble 
distingue de la base canonique duale : ce sont les mineurs quantiques drapeaux de la 
matrice T q = [t^] des g-fonctions coordonnees G A~ H ||. En nous appuyant sur la 
description explicite donnee dans M de toutes les paires de mineurs quantiques drapeaux 
qui commutent a une puissance de q pres, nous obtenons le theoreme suivant qui entraine 
le Theoreme [I]. 

Theoreme 4 (i) La Conjecture^ est vraie lorsque G*(m) = G*(X, a) et G*(n) = G*(fi, b) 
sont des mineurs quantiques drapeaux. 

(ii) Le produit G*(X,ai)---G*(X,a m ) appartient a la base canonique duale (a une puis- 
sance de q pres) si et seulement si |aj — dj\ $ £\ pour tous 

Remarque II est raisonnable de conjecturer que L m L n est irreductible si et seulement 
si L m L n est isomorphe a L n L m (cf. Q, [p^]). II serait interessant d'eclaircir le lien 
entre cette conjecture et la Conjecture |3| de Berenstein et Zelevinsky. 

Soit t/„(s[jv) l'algebre affine quantique de parametre v = u 1 / 2 . Soit A une partition 
de longueur < N. L'homomorphisme devaluation en z G C* de C4,(sIat) vers U v (qIn) 
permet de munir le [/^(gZA^-module simple V\ de plus haut poids A d'une structure de 
f7„(5ljv)-module de dimension finie, note V\{z) [§]. En utilisant la dualite de Schur-Weyl 
affine quantique & ^, 0], on deduit du Theoreme || que si pour tous i, j on a Zj/zi Z\, 
alors le produit tensoriel V\{zi) (g) • • • ® V\(z m ) est un ^(sl^/O-module irreductible. Soit 
R\(z) la i2-matrice trigonometrique associee a V\{z) |8|. C'est une fonction rationnelle de 
z a valeurs dans End(Vx <&V\), qui est solution de l'equation de Yang-Baxter quantique 

Rf(z 1 /z 2 ) i?i 3 (zi/z 3 ) Rf(z2/z 3 ) = Rf(z 2 /z 3 ) Rl 3 (zi/z 3 ) R\ 2 (z 1 /z 2 ) 
pour des nombres complexes generiques z\, z 2 , z%. 

Corollaire 5 Les singularites de R\{z) sont contenues dans Vensemble Z\. 
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